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Mittels Elektroneninterferenzen werden einkristall~ihn- 
liche Schichten yon Aluminium-Silber (30 Gew.% Ag) 
untersucht, die durch Aufdampfen ira Vakuum auf 450 ° C. 
heisses Steinsalz hergestellt wurden (Raether, 1950, 1952). 
Im Beugungsbild solcher A1-Ag-Schichten treten im 100- 
Azimut ausser den Beugungsmaxima eines kubisch- 
fl~ichenzentrierten Gitters eine Anzahl 'Satelliten' auf. 
Die Erkl~rung fiir ihr Auftreten ist folgende: Infolge des 
Verdampfungsvorganges t r i t t  anfangs ein Ag-reicheres 
Kondensat auf (kub.a-Phase), der nach dem Gleichge- 
wichtsdiagramm des Systems A1-Ag die hexagonale 
y-Phase und die kubische (LPhase folgen. Ein Teil der 
Satelliten ist auf die Anwesenheit der ~,-Phase zuriick- 
zufiihren, die zur ~-Phase eine feste Orientierung hat :  
Die ( l l l ) -Ebenen  der ~i-Phase liegen parallel zu den 
(0001)-Ebenen der y-Phase. Da die Reflexe (0,0,0r2h) und 
(hhh) zusammenfallen, ist das Verh~Itnis c/a der y-Phase 
gleieh ~/(8/3). Es entsteht  also die hexagonale Phase aus 
der kubischen dadurch, dass in der Ebenenfolge 
A B C A B C . . .  der [ l l l ] -R ich tung  dutch geeignete 
Translationen die hexagonale Folge A B A B A B . . .  
hervorgeht (Barrett, Geisler & Mehl, 1941). Die 'Satel- 
liten' der hexagonalen Phase liegen jeweils auf 1/3 und 
5/6 bzw. auf 2/3 und I/6 einer l~aumdiagonalen im rezi- 
proken Gitter der kubischen Phase. 

Bemerkenswert ist nun, dass neben diesen Satelliten 
noch weitere Zusatzpunkte mit  wechselnder Intensi t~t  
auftreten. Die genaue Diskussion ergibt, dass diese 
Gitterfehlern zuzuordnen sind, die durch das Neben- 
einanderwachsen yon hexagonaler und kubischer (~-) 
Phase entstehen. Kommt in einem Gitter neben einer 
Ebenenfolge 

. . . A B C A B C A B C A B C A B C A B C A B . . .  

durch geeignete Translationen die Folge 

. . . A B A B A B A B A B A B A B A B A B A B . . .  

der y-Phase zu liegen, so folgen auf zwei den ganzen 
Kristall ungestSrt durehziehende Ebenen (die AB- 
Ebenen) vier Netzebenen, die nicht nahtlos ineinander 
fibergehen. In  diesen Gebieten des Gitters ist also j ede 
6nte und (6n--1)re Netzebene ausgezeichnet. Diese aus- 
gezeichneten Ebenen bilden zwei ineinandergestellte 
Translationsgitter mit  c = 6all 1. Es t r i t t  daher, wie 

beobachtet, im Interferenzbild eine Sechstelung des 111- 
bzw. 0002-Abstandes auf . - -Eine weitere M6glichkeit 
einer Gitterfehlerbildung besteht darin, dass zwei hexa- 
gonale Gitter, durch Translationen nach verschiedenen 
Richtungen aus dem kubischen Gitter hervorgegangen, 
nebeneinander aufwachsen : 

A B A B A B . . .  
. . . A B C A B C  A C A C A C . . .  

Hier ist dann jede zweite Netzebene ungestSrt. Es 
treten daher im Interferenzbild auch die Reflexe eines 
rein hexagonalen Translationsgitters auf, die in der 
hexagonal dichtesten Kugelpackung infolge der Aus- 
15schungsbedingungen verboten sind. 

Diese regelm~ssigen Verwachsungen der diehtesten 
Kugelpackungen machen sich im Beugungsdiagramm 
durch scharfe Punkte  bemerkbar. Treten jedoch gestSrte 
und ungestSrte Netzebenen in unregelm~ssiger Folge auf, 
so ist das Erscheinen yon diffusen Streifen in Richtung 
einer Raumdiagonalen des reziproken Gitters die Folge, 
die auf einigen Beugungsaufnahmen auch beobachtet 
wird. 

Die Tatsache, dass die Zusatzpunkte, die nach den 
obigen Erkl~rungen auf einer Raumdiagonalen des rezi- 
proken Gitters liegen, auch auf Beugungsaufnahmen im 
100-Azimut beobaehtet werden, wird durch eine Ver- 
wackelung der Kristallite von 10 ° bis 15 ° gegeneinander 
beim AblSsen der aufgedampften Schicht yon der Stein- 
salzunterlage erkli~rt. Es ist dies die gleiche Erkliirung, 
die man beispielsweise bei Silbereinkristallaufnahmen ffir 
das Auftreten der Zwillingspunkte im (100)-Azimut in 
Durchstrahlung ben6tigt. Gewisse geringfiigige Verzer- 
rungen des Interferenzbildes lassen diese Verwacklung 
genauer bestimmen und ffihren zu dem oben genannten 
Wert. 

Ausffihrlicher wird fiber diese Ergebnisse in der Zeit- 
schrift fi~r Physik berichtet werden. 
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Banerjee (1933) proposed a set of equations to determine phase-determining methods recently developed (Pepinsky 
the signs of Fourier coefficients. These equations have & Cochran, 1951; Sayre, 1952; Zachariasen, 1952) can be 
since been modiffed by Hughes (1949) to utilize uni tary  related to the Banerjee equations. 
structure factors. We intend to show how some of the We shall consider a general case, using the notat ion 
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a i = exp [2zixi/a ], flJ = exp [2zdyi/b ], Yi ---- exp [2nizj/c ] , ( 1 ) 

and writ ing the  Lmitary structure factor as 

.¥ 
V(h, k, l) = Z  n j ~ f l ~  , (2) 

1=1 

where nj is the fraction of electrons in the  j t h  a tom and 
N is the  number  of atoms. Following Banerjee,  we 
construct  a polynomial  having the  roots -a~b^.c ~1 pjr/ ,  where 
a, b, c are whole numbers  (with no common factor): 

N 
I Y  a b e  ( u - a j  flj rj) 
i=1 

= g,v4-g~v_lu4-... 4-g~u=V-24-gxu-V-14- u`v -- o .  (3) 

We proceed by insert ing the  roots and mul t ip ly ing 
successively N such equat ions by • p q r. n Ic~jf l /TJ(j--  1 to N), 
and  then  summing these over j .  Using (2), this gives the 
general Baner jee  equat ion 

g~vU(p, q, r) 4-g~-_lU(p4-a, q 4-b, r 4-c) 
4- g,v-9 U(p 4- 2a, q 4- 2b, r 4- 2c) 4 - . . .  
4-glU(p4- (N--1)a,  q 4- (N--1)b, r 4- (N--1)c) 
4- U(p4-Na,  q4-Nb, r 4- Nc) = 0 .  (4) 

We mul t ip ly  this equat ion by U(h--p,  k--q,  l--r) and 
then  sum over all p, q, r compatible wi th  the measure- 
ments ,  tha t  is 

PI--~P--~P2,  QI-< q-~ Q2, R I ~ r < R 9  

/g P2 Q~ R2 
.~  g~v-m .~, .~  2." U(p4-ma, q 4- mb, 

m=O P1 Q1 R1 
r ÷mc)U(h- -p ,  k--q,  l--r) : 0 .  (5) 

Now if the  summat ion  limits P,  Q, R are sufficiently 
extended,  the  following condit ion will be approximate ly  
satisfied: 

P2 Q2 R2 
2." ~ , . ~  U(p4-A,  q4-B, r 4 - C ) U ( h - - A - p ,  
-Pl ql R1 k - -B - -q ,  1 - - C - r )  

P2 Q2 R2 
= ~ , 2 " ~ U ( p , q , r ) U ( h - - p , k - - q , l - - r ) .  (6) 

P1 ql R1 

The most  unfavourable  case which occurs is A, B, C 
= N. By  requiring P,  Q, R >~ N, however,  condit ion (6) 
will certainly be closely approximated  (as the  difference 
between the r ight  and left sides of (6) never  exceeds 2N 
though  the series have no limit). In  an actual s tructure 
a less rigorous requi rement  is to be ant ic ipated by taking 
into account  the  probable distr ibut ion of s t ructure 
ampli tudes.  The left side of equat ion (6) corresponds to 
taking N fewer reciprocal-lattice points at  the lower limit 
of summat ion  and N more  at  the  upper  limit. The inter- 
j acent  s tructure factors will t end  to be larger than  those 
in the  neighbourhood of the summat ion  limits and thus 
of greater  importance.  Other aspects of the  distr ibut ion 
functions migh t  also be of use in this connection. 

In t roducing 
P2 Q2 R2 

V(h, k, l) = ~ Z . ~ ,  U(p, q, r ) U ( h - p ,  k - q ,  l - r ) ,  (7) 
P1 Q1 Rt 

we are able to rewrite equat ion (5): 

g~vV(h, k, 1) 4-g~v_l V(h 4-a, k 4-b, 14-c) 
4-g~v_2 V (h 4- 2a, k 4- 2b, 14-2c)4-. . .  
4-gl V(h 4- (N--1)a,  k 4- (N--1)b, 14- ( N - 1 ) c )  
4- V(h 4-Na, k 4- Nb, 14-Nc) = 0 .  (8) 

Now we assume h, k, 1 in the  above equat ion to take  
the N values {0, 0, 0}, {--a, --b, --c} . . . . .  {--(N--1)a ,  
--(N--1)b,  --(N--1)c}, corresponding to any  one row in 
the reciprocal lattice. On dividing each of the  result ing 
equations by 

-P2 Q2 R2 
v ( o ,  o, o) = .Z 2.'.Z U(p, q, r)U*(p, q, r) ,  (9) 

P1 Q1 R1 

we obtain N inhomogenous equations,  which, together  
wi th  the  N equations 

V*(h, k, l) = V(--h,  --k, --1) , (10) 

enable us to determine the  2N different V(h, k, l) if the  
coefficients gra are assumed to be known. 

If, however,  we compare (4) and (8) for the same 
reciprocal lattice points, i.e. taking h ---- p, k = q, 1 = r, 
we see tha t  the  U(h, k, l) are solutions of (8). Conse- 
quently,  

U(h, k, l)V(O, O, O) = V(h, k, l)U(0, 0, 0) .  (11) 

Using the  definit ion of V(h, k, l) and remember ing  t h a t  
U(0, 0, 0) =- 1, we finally arrive at the  desired result:  

U(h, k, l)V(O, O, O) 
t'2 Q2 R~. 

=~Y.Z,.a~, U(p, q, r)U(h--p,  k - q ,  l - - r ) .  (12) 
P1 Q1 R1 

This equation,  first published by Pepinsky & Cochran 
(1951), is closely related to the  work of Sayre (1952) 
and may  form a basis for the  me thod  proposed by Zacha- 
riasen (1952). 

The val idi ty of (12) for a particular finite summat ion  
can be es t imated from the error of (6) for the  same sum- 
mation.  

I t  is interest ing to note  t ha t  in the  case of a centre- 
symmetr ic  system the  derivat ion of equat ion (5) is 
essentially the  application of 'least squares'  to equat ion 
(4). The equat ions (5) (with the restrictions h-----re'a, 
k = m'b and l =- re'c) will thus  be the  best set to deter- 
mine the coefficients gm when the  number  of U(h, k, l) 
available exceeds the  necessary min imum.  
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